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ã;Ý±à ö�ÛÆÝ±Þ�á1moó±á�Ýrådõ��
aµ({ci, cj}) > 0

� ��Ý å
�±á-Þbã;òÂá �Üã��;ýmßfÝ öIã;Þ�á-ÛÃæôì�ê;"rç;éLíqî;êôß_Ýoådá�âdã;ö�ådßfÛÆÝ ÛÆâ3ëbêH%� ]ì�U%rç;ì�ð�6ôøAá�å>�!á�á�Ý
ci

ã;Ý±à
cj

ý��!áÂÞ��±ÛÆówõfà��Sã �Æá
µ({ci, cj}) < µ({ci}) + µ({cj})

ß*� á!�
aµ({ci, cj}) < 0

�

	�

��������� �  Õ�ÒAÓ�ÙNÒ�× � Ö���� ê¨ðdç� oïuê 
���é � ê
ëbê5èWç;éLí�
%ìwï � í � êGFÆífï5éLíqì#"g�5ê5é$*Üê¨ê5ì-é � êiï� ,�1U-Iê¨ð5éÇï4
�� �Aë

��¨ç5��íqè�íqé$6ôç;ì9%�ï5é ç;éNífï5éLí ð¨ïf3"íqé$ífï � í�" � è!6�è�í Drê5è!6<é � ç;é�ï5é$ ,%]ê5ìSéqï�" 
�
1%�ç;é��Aë

��¨ç�U��íqè�íqé.6 �5ê�ç;è ï�
S" 
�
1%ôç;éyï5é ç;éNífï5éLí ð¨ï�ç;ì9%<îuí ð¨ê.î;ê5ëbï�ç5? ��� ê.ëbêH%� ]ì9%rç;ì�ð�6 �5ê5é$*Üê¨ê5ì7é � êZé.*X

ð5ë#íqéQê5ë#íLç�ðdç;ìFé � ê5ëbê�� 
%ëbê �5ê � 
1%]ê5èfêH%+�16<çI�� efe16 �ºêdç%ï� ]ëbê

µ
ï� Hð � é � ç;é

µ({Pr, St}) <
µ({Pr}) + µ({St})

í$?Lê1?
aµ({Pr, St}) < 0

?
�SÛÆâ�å
�±â�á�á+ö�â�ß_ådá�âdßfã

ci, cj, ck ∈ N
ý �Üá4�Sã �;á

aµ({ci, cj, ck}) = µ({ci, cj, ck}) − µ({ci, cj}) − µ({ci, ck}) − µ({cj, ck})

+ µ({ci}) + µ({cj}) + µ({ck}),

���±ßfö�� �!á�ö�ã;Ý�ý±æÇÛÆâ�ß_Ý±Þ�åbã;Ý±ö�áÃý±âdá2�.âdßWåbá�ã;Þ

aµ({ci, cj, ck}) = µ({ci, cj, ck}) − µ({ci, ck}) − µ({cj, ck}) + µ({ck})

− aµ({ci, cj}).
[ �5_

ÚÜÛÆó±õ_à �!á&�Æß'�ÆáZã;ÝFßfÝråbá�âd÷±â�á�å¨ã%åbßfÛ;ÝÂÛÃæ�å
�wáiá��w÷wâdá�Þ�Þdß_ÛÆÝ
µ({ci, cj, ck})−µ({ci, ck})−

µ({cj, ck})+µ({ck})
ßfÝôå��±á.Þd÷±ß_âdß_å�Û;æHå
�SãÃåmÛÃæ�å��±áS� �Æø±ß_ó±Þ ö�Û]áqsÂö�ß_á�Ýrå

aµ({ci, cj})



� Û;ådá�å
�±ãÃåIý]æÇÛÆâ�ã;Ý��
T ⊆ N

ý]æÇÛÆâ�ã;Ý��
S ⊆ N \ T

ý]å
�±á
àwßl��á�âdá�Ý±ö�á
µ(T ∪ S)− µ(T )öIã;Ý<ø�á!ßfÝråbá�âd÷±â�á�åbá�à�ã;Þ�å
�±áS�Âç;ë;";íqìAç;è±ð�
%ìSéLë#í$�1 8éLí�
%ì�Û;æSÞ�ó±ø±Þ�á�å

S
Û;æSö�âdßWåbá�â�ß�ã�åbÛiÞdó±ø±Þ�á�å

T
ÛÆâ.ãÃÞ.å��±á �Âç;ë.";íqìAç;è�í`�&� 
%ë#é�ç;ì�ð¨ê!Û;æ

S
ßfÝ7å��±á+÷±âdá�Þdá�Ý±ö�á�Û;æ

T
ùWû�ü±ý h;þ%ÿ��

� �oó±Þ�ý.á��8÷±â�á�Þ�ÞdßfÛ;Ý
µ({ci, cj, ck}) − µ({ci, ck}) − µ({cj, ck}) + µ({ck})

ö�ã;Ý ø�á
âdáR�rã;âdàwá�à3ã;ÞÜå��±á
à±ß���á�âdá�Ýwö�á�øAá�å>�!á�á�Ý-å��±á�òFã;â��Æß_ÝSã;õHö�Û;Ýoådâdß_ø±ówåbß_ÛÆÝºÛÃæ

cj

åbÛôå
�wá�÷Sã;ß_â
{ci, ck}

ã;Ý±à å
�wáÂòFã;â �ÆßfÝSãÃõ"ö�ÛÆÝråbâdß_ø±ówådßfÛÆÝ Û;æ
cj

åbÛ3ö�â�ß_åbá�âdß_ÛÆÝ
ck

ãÃõfÛÆÝ±á!��riã��]ß_Ý(��æÇÛÆâ
ßfÝ±Þ?å¨ã;Ýwö�á

µ({ci, cj, ck})− µ({ci, ck}) > µ({cj, ck})−µ({ck})
[Çâdá�Þ�÷��

<
_möIã;Ýºå��±á�Ý

ø�áißfÝråbá�âd÷±â�á�ådá�à�ã;Þv÷AÛÆÞdßWåbß��;á [Çâdá�Þd÷��]Ý±á��ÆãÃåbß'�Æá4_mßfÝråbá�âbã;ö5åbß_ÛÆÝFøAá�å>�!á�á�Ý
ci

ã;Ý±à
cj

íqì-é � ê
�Aëbê¨ïuê5ì�ð¨ê�Û;æ

ck

�9riá�Ý±ö�áÃýHæÇÛ;õfõfÛ��.ß_Ý(�@�ñã;â�ßfö��Sã;õmù�ûIü;ÿNý±å
�wá�á��8÷±âdá�ÞdÞdß_ÛÆÝ
µ({ci, cj, ck}) −

µ({ci, ck})−µ({cj, ck})+µ({ck})
�.ß_õfõ%ø�á ö�ã;õfõ_á�à�å
�wá �Âç;ë;";íqìAç;è;íqìSéQê5ë�ç]ð5éLí�
%ì �5ê5é.*Üê¨ê5ì

ci

ç;ì9%
cj

íqìÂé � ê �Aëbê¨ïuê5ì�ð¨êN
��
ck

ãÃÝ±à<Þ �Sã;õfõrøAáÜàwá�Ý±Û;ådá�à
aµ({ci, cj}|{ck})

ø���ã;ÝSãÃõfÛ����
�.ß_å��3å��±á+ö�Û]áqsÂö�ß_á�Ýrå

aµ({ci, cj})
ÛÃæ$å
�wá+� �Æø±ß_ó±Þ.âdá�÷wâdá�Þ�á�Ýrå¨ã%åbßfÛ;Ý¾Û;æ

µ
�

�+Û;ßfÝ(��øSã;ö� 2åbÛ+� m ��[*�5_#ý]ßWåÜß_Þ!á�ã;Þ �2ådÛôö��±á�ö� Âå
�Sã%å
aµ({ci, cj, ck})

öIã;Ý7øAá�â�áR�.â�ß_ådådá�Ý

\



ã;Þ

aµ({ci, cj, ck}) = aµ({ci, cj}|{ck}) − aµ({ci, cj}),

= aµ({ci, ck}|{cj}) − aµ({ci, ck}),

= aµ({cj, ck}|{ci}) − aµ({cj, ck}).

j Þ�Þdó±òÂá Ý±Û�� æÇÛÆâºß_Ý±Þ�åbã;Ý±ö�á¾å
�±ãÃå
aµ({ci, cj}|{ck}) = aµ({ci, cj})

ß�� á��vßfÝ Û;å
�±á�âdÞ
�ÜÛ;âdà±ÞZå
�SãÃåZå
�wá�÷±â�á�Þ�á�Ý±ö�áôÛ;æ

ck

à±Û8á�ÞiÝwÛ;åiã ��á�ö�åiå
�±á�ßfÝråbá�âbã;ö5åbß_ÛÆÝ3ø�á5å>�Üá�á�Ý ö�â�ß_ådá�âdßfã
ci

ã;Ýwà
cj

� �SâdÛÆò4å
�±á+á1moóSã%åbßfÛ;Ý±ÞZã;ø�Û��;á;ýSå
�±ß_Þ�ßfÞ�áqm]ówß��Ãã;õfá�Ýrå�åbÛ


























aµ({ci, ck}|{cj}) = aµ({ci, ck}),

aµ({cj, ck}|{ci}) = aµ({cj, ck}),

aµ({ci, cj, ck}) = 0.

� �oó±Þ�ý:�!áFÞ�á�á2å
�SãÃå+ßWæmå
�±á2÷±â�á�Þdá�Ý±ö�áFÛ;æ!ÛÆÝ±á2Û;ævå
�±á�å
�wâdá�á2ö�âdß_ådá�â�ß�ã7à±Û]á�Þ+Ý±Û;å�ãB��á�ö�å
å
�±á3ß_Ýoådá�âdã;ö�ådßfÛÆÝ øAá�å>�!á�á�Ý�å
�wá7å>�ÜÛ Û;å
�wá�âdÞ�ý$å
�wá�Ý�ý ø�� Þ��8òÂòÂá�åbâ��Æý$å��±á3ßfÝråbá�âbã;ö5åbß_ÛÆÝ
ø�á5å>�Üá�á�Ý ã;Ý�� ÷Sã;ß_â�Û;ævö�âdß_ådá�â�ß�ãºß_Þ�Ý±Û;å�ã ��á�ö5åbá�à ø��¾å
�±á�÷±â�á�Þ�á�Ý±ö�áFÛ;æmå��±á�âdá�òºã;ß_Ý±ßfÝ$�
ö�â�ß_åbá�âdß_ÛÆÝ�����Ý å
�±ß_Þ�ö�ã;ÞdáÃý�ßWå�Þdá�á�òFÞ�ÝSãÃådó±âbãÃõmådÛ¾Þdã � å��SãÃå+å
�wáÂå��±âdá�áºö�â�ß_ådá�âdßfã % 
-ì 
%é
íqìSéQê5ë�ç]ð5é �da]ßfòÂßfõ�ãÃâdõ��;ý�ßWæQý�æÇÛÆâ<á��±ãÃòF÷±õ_á;ý

aµ({ci, cj}|{ck}) > aµ({ci, cj})
[Çâdá�Þd÷��

<
_#ý

�Üá�Þ��±ã;õfõ�Þdã �7å
�Sã%å
ci, cj, ck

ßfÝråbá�âbã;ö5å � 
uï5íqéNíqî;ê5è!6=[Lâdá�Þd÷��yì�ê;"rç;éLíqî;ê5è!61_2�
% �3á��]ådá�Ý±Þ�ßfÛÆÝ�ý±æÇÛ;âiãÃõfõ

S ⊆ N
ý
|S| ≥ 2

ýwå��±á�ö�Û]áqsÂö�ß_á�Ýrå
aµ(S)

öIã;Ý-ø�á+ß_Ýoådá�â�÷±âdá5åbá�à
ã;Þ.å
�±áÂíqìSéQê5ë�ç]ð5éLí�
%ì7ã;òÂÛÆÝ(�Âö�â�ß_ådá�âdßfã�ßfÝ

S
�9a �±ÛÆó±õ_à¾ßWåiøAá�÷�ÛÆÞ�ß_ådß��Æá [Çâdá�Þ�÷��AÝ±á��rã%åbß��;á4_#ý

å
�±á�Ý-å��±á+ö�â�ß_åbá�âdßfãôßfÝ
S
ß_Ýoådá�âdã;ö�å � 
uï5íqéLíqî;ê5è!6 [Lâ�á�Þ�÷���ì�ê;"rç;éNíqî;ê5è!61_2�

� �±ßfÞ+ß_Ýoådá�â�÷±âdá5å¨ãÃådßfÛÆÝ ßfÞ4�Æß'�Æá�Ý á2�Æá�Ý òFÛ;âdá �Üá�ß#���rå�ø�� Ý±Û;ådßfö�ß_Ý(�7å
�±ãÃå
µ
ß_Þ+ã;à±à±ßWåbß��;á

ß_ævã;Ýwà ÛÆÝ±õ'�¾ßWæ
aµ(S) = 0

æÇÛÆâ�ã;õfõ
S ⊆ N

ý
|S| ≥ 2

ý�ßfÝ ���±ßfö�� ö�ã;ÞdáÃý�ã;Þ�òÂá�ÝrådßfÛÆÝ±á�à
ø�á5æÇÛÆâdáÃý±å
�±á�ÚX�±Û#moó±á�åZß_Ýoådá��Æâdã;õ�ö�ÛÆõfõfã;÷±Þdá�Þ�ßfÝråbÛ�å��±áH�Üá�ß#���råbá�àñãÃâdß_å��±òÂá�åbß_ö�òÂáIã;Ý��

P ?�� ���&� 
%ë#é ç;ì�ð¨ê�ç;ì9%FíqìSé�ê5ë�ç]ð5éNí�
%ì íqì9%;í ð¨ê¨ï

j õWå
�±ÛÆó$��� æÇó,kqkR� òÂáIã;Þ�ó±âdá�ÞôæÇÛÆâdò�÷AÛ �!á�â?æÇó±õÜådÛ8ÛÆõ_Þ�æÇÛÆâ<òFÛ]à±á�õ_ßfÝ(�-ßfÝrådá�âbãÃö�åbß_ÛÆÝ ÷(�wá��
Ý±ÛÆòÂá�ÝSã ãÃòFÛÆÝ$� ö�â�ß_åbá�âdßfãwý å
�±á�ßfâ7øAá��Sã �]ßfÛ;â�ý�ãÃÝ±à)å
�±á�âdá5æÇÛÆâdá å��SãÃå�Û;æ+å��±á ÚX�±Û#m]ówá�å
ßfÝråbáR�ÆâbãÃõ ý ßfÞ6�Æá�Ý±á�âdã;õfõ'� à±ß�sFö�ó±õ_å2ådÛ ó±Ý±àwá�âdÞ?å¨ã;Ýwà�� �SÛÆâFã ø�á5ådåbá�âºó±Ýwà±á�â�Þ�å¨ãÃÝ±à±ßfÝ$� Û;æ
å
�±á�ÞdáFßfÝråbá�âbã;ö5åbßfÛ;Ý ÷(�wá�Ý±ÛÆòÂá�Ý±ãwý�ß_å�ßfÞ+÷AÛÆÞdÞ�ßfø±õ_á2ådÛñö�ÛÆòF÷wówåbá6�Æõ_ÛÆøSã;õ ß_Ý±à±ßfö�á�Þ+Û;æ�ß_ò �
÷�Û;â�å¨ãÃÝ±ö�á ãÃÝ±à)ßfÝrådá�âbãÃö�åbß_ÛÆÝ ���±ß_ö�� öIã;Ý�ø�á Þ�á�á�Ý~ãÃÞ�ã;Ý í$%]ê5ìSéLíqé.6 ðdç;ëH%ñÛÃæ�ã æÇó,k1k2�
òFá�ã;ÞdówâdáÂùio8ý��wýWûIü±ý^h h%ÿ*�
� �±á.ö�ÛÆÝwö�á�÷8å!ÛÃæ"í`�&� 
%ë#é ç;ì�ð¨ê.íqì9%]êGFÆý!���wßfö�� ��ãÃÞvß_Ý±ß_ådß�ã;õ_õ��
÷wâdÛÆ÷AÛÆÞdá�à2øF� a �Sã;÷±õ_áR�7ù^hÆþ�ÿ
ßfÝ �rã;òÂá�å��±á�ÛÆâ��ÆýAöIã;Ýñø�á�ó±Þdá�à åbÛ7òÂáIã;Þ�ó±âdá�å
�±á 
%î;ê5ë�ç;èqè�í`�&� 
%ë#é ç;ì�ð¨ê�Û;ævãÂö�â�ß_åbá�âdß_ÛÆÝ

]



ci ∈ N
�.ß_å��3âdá�Þ�÷�á�ö�åZåbÛFã2æÇó&k1kR�3òÂáIãÃÞdó±â�á

µ
� �¾ÛÆâ�á�æÇÛÆâ�òºãÃõfõ��;ý]å��±á : � ç2�Aèfê�6Fí`�&� 
%ë�Ué�ç;ì�ð¨ê�íqì9%]êGF�ÛÆâ : � ç2�Aèfê�6ôî%ç;è! Sê!Û;æ�ãôö�â�ß_ådá�âdß_ÛÆÝ ci

ö�ã;Ý�ø�á
ß_Ýråbá�â�÷±âdá5åbá�à3ã;Þ�ã+�!á�ß#���oådá�à
ã �Æá�âdã��ÆáÂÛ;æÜå��±áÂòºã;â �ÆßfÝ±ã;õ�ö�Û;Ýoådâdß_ø±ówåbß_ÛÆÝ±Þ
Û;æ

ci

åbÛ-ö�ÛÆã;õfßWåbßfÛ;Ý±Þ
T
Ý±ÛÃå<ö�ÛÆÝrå¨ã;ß_Ý±ßfÝ(�

ciã;Ý±à-ßfÞ�à±á5äSÝ±á�àñø��

Iµ
Sh({ci}) :=

1

q

q−1
∑

k=0

1
(

q−1
k

)

∑

T⊆N\{ci}
|T |=k

[µ(T ∪ {ci}) − µ(T )].

� �!Û øSã;Þ�ßföF÷±âdÛÆ÷Aá�â?åbß_á�ÞôÛ;æ�å��±á a �Sã;÷±õ_áR� ßfòÂ÷�ÛÆâ?å¨ã;Ýwö�áÂßfÝ±à±á�� ã;âdá ∑q
i=1 I

µ
Sh(ci) = 1ã;Ý±à

Iµ
Sh({ci}) = µ({ci})

ßWæ
µ
ßfÞ.ãÃà±à±ß_ådß��;á��

�SÛÆõfõ_Û �.ß_Ý(� a �Sã;÷±õ_áR� ùihÆþ%ÿ�ã;Ý±à �"�!á�Ý ù�û �ÃÿNý �¾ó±â�Û;æÇó±Þ��wßmã;Ý±à�a8ÛÆÝ±á�àSã ùWû ]�ÿ �Sã �Æá2÷±â�Û �
÷�Û;Þdá�à+å
�wá!Ý±ÛÃåbßfÛ;Ý
Û;æ�íqìSé�ê5ë�ç]ð5éNí�
%ì�íqì9%]êGFA�5ê5é$*Üê¨ê5ì�é.*X
+ê5èfê��ºê5ìSéqïyãÃÞ�ã��Üã �
åbÛ.òFá�ã;Þdówâdá
å
�±á<ã �Æá�âdã��ÆáôòFã;â �ÆßfÝSãÃõyßfÝråbá�âbã;ö5åbßfÛ;Ý¾øAá�å>�!á�á�Ý å>�!Û7ö�âdß_ådá�â�ß�ã

ci

ãÃÝ±à
cj

� � �±á : � ç2�Aèfê�6íqìSéQê5ë�ç]ð5éLí�
%ì íqì9%]êGF �5ê5é$*Üê¨ê5ì é$*X
�ð5ë5íqé�ê5ë#íLç
ci

ç;ì9%
cj

ßfÞ�à±á5äSÝ±á�àñø��

Iµ
Sh({ci, cj}) :=

1

q − 1

q−2
∑

k=0

1
(

q−2
k

)

∑

T⊆N\{ci,cj}
|T |=k

[µ(T ∪ {ci, cj})

− µ(T ∪ {ci}) − µ(T ∪ {cj}) + µ(T )].

� �±á�Þ�á Ý±Û;ådßfÛÆÝwÞ �Sã �;á ø�á�á�Ý â�á�ö�á�Ýråbõ'�~æÇó±â?å
�±á�â �Æá�Ý±á�âdã;õfßlk�á�à~ø�� �+âdã;ø±ßfÞ�ö�� ù0oÃÿ<ã;Ý±à
� Û;ó±ø�á�Ý±Þ�ùih h%ÿ*� � �oó±Þ�ý]å
�±áRa �Sã;÷±õ_áR�ÂßfÝrådá�âbãÃö�åbß_ÛÆÝÂßfÝ±à±á��ºã;òFÛ;Ý(��ö�âdßWåbá�â�ß�ã+ßfÝ

S ⊆ N
ßfÞ

à±á�ä±Ý±á�à¾øF�

Iµ
Sh(S) :=

∑

T⊆N\S

(q − |T | − |S|)!|T |!

(q − |S| + 1)!

∑

L⊆S

(−1)|S|−|L|µ(L ∪ T ).

� �±áôÞ�á�å�æÇó±Ýwö�åbß_ÛÆÝ
Iµ

Sh : P(N) → R
ß_Þ�öIãÃõfõfá�à¾å��±á : � ç2�Aèfê�67íqìSé�ê5ë�ç]ð5éNí�
%ì ëbê>�Aë¨ê¨ïuê5ì�Ué�ç;éLí�
%ìºÛÃæ"å��±á
æÇó,k1k2��òFá�ã;Þdówâdá

µ
ùiowý �Ãÿ*�

� � � � Ò�ÙqÓ�ÙLÕAÒ�Õ���Ó�� ��� � Ù � ��Ó��!Õ��yÙLÒ�Ó � Ô � Ø;Ó�ÙLÒ���ØÆÔ%ÙqÓ � Ô%Ù � ×	�IÙNÒ��ÂÙNÒ
��ÕHÔ � � Ó�ÙÇÕAÒ��
Ó�� � ÕHÔ � Ó�ÙLØ
��×�Ò"Ø;Ó�ÙÇÕAÒ �,� �

%Üá�æÇÛ;âdá�øAá�ß_Ý(�ôã;øwõfáiådÛôó±Þ�á�å
�±á
ÚX�±Ûnmoó±á5å.ßfÝråbáR�ÆâbãÃõ�ãÃÞ�ã;Ý�ã����ÆâdáR�rãÃåbß_ÛÆÝºÛ;÷�á�âbãÃådÛÆâ!ß_Ý�ã
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I({x1, x2, x3}) := h({x1}) + h({x2}) + h({x3})

− h({x1, x2}) − h({x1, x3}) − h({x2, x3}) + h({x1, x2, x3}).
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I({x1, x2, x3}) = I({x1, x2}) − I({x1, x2}|{x3}),

= I({x1, x3}) − I({x1, x3}|{x2}),

= I({x2, x3}) − I({x2, x3}|{x1}).
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�wá�òFã;â �ÆßfÝSãÃõ�ß_Ýoådá�âdã;ö�ådßfÛÆÝ�øAá�å>�!á�á�Ýñå>�ÜÛÂö�â�ß_ådá�âdßfã
öIã;Ý øAá-Û;Ý±õ�� Ýwá��rãÃådß��;á;ý ß�� á;ý�å��SãÃå2å
�wá-ö�ÛÆÝ±à±ßWåbß_ÛÆÝSã;õ!òôówåbó±ã;õ�ßfÝwæÇÛ;âdòFãÃåbß_ÛÆÝ øAá�å>�!á�á�Ý
å>�ÜÛÂâbãÃÝ±à±ÛÆò �Ãã;â�ß�ã;øwõfá�ÞÜßfÞ�Ý±á�ö�á�Þ�Þbã;â�ßfõ'��Ý±ÛÆÝn��Ý±á��ÆãÃåbß'�Æá2ù ü;ÿ��

� 	 �5Ó�Ù ��� Ó�ÙÇÕ�Ò Õ���Ó�� �! ��Õ�"�× � ÓFÙNÒ�Ó � �HÔ ��� ��Ô�Õ � Ó�� � � � ÓÂÕ�� � Ô�Õ �d��� �

ÚÜÛÆòÂ÷±ówåbß_Ý(� å��±á ÚX�wÛnmoó±á5å7ßfÝrådá��Æâdã;õiÛÃæ+ã;Ý)ãÃõ_åbá�âdÝSã%åbß��;á
x ∈ R

q
�.ß_å
� âdá�Þd÷Aá�ö�åºåbÛ

å
�±áôæÇó&k1kR�ñòFá�ã;Þdówâdá
ν
ÛÆø��]ßfÛÆó±Þ�õ��¾âdáqmoó±ßfâ�á�Þ�å
�wá  ]ÝwÛ �.õ_á�à(�;á�Û;æmå
�±á�á�ÝoådâdÛÆ÷wßfá�Þ

h(S)
ý

S ⊆ N
ý ���±ßfö���ý�ßfÝ ådó±âdÝ�ý$âdá1moó±ß_âdáºå��±á ��ÛÆß_Ýoåô÷±âdÛÆø±ã;ø±ßfõ_ß_å>� à±ß_Þ�ådâdßføwówåbß_ÛÆÝ

pN
ÛÃæZå��±á

âbã;Ýwà±ÛÆò �Ãã;â�ß�ã;ø±õ_á�Þ
c1, . . . , cq

åbÛ2øAá4 ]ÝwÛ �.Ý �

� �±á-ó±Ý( oÝ±Û��.Ý�÷±â�ÛÆøSã;øwßfõfßWå>� à±ßfÞ?åbâdß_ø±ówådßfÛÆÝ
pN

ö�ã;Ý ø�á3á�ã;Þdß_õ�� á�Þ�ådßfòFãÃåbá�à æÇâ�ÛÆò&å��±á
ã �;ãÃßfõ�ãÃø±õfáÂ÷±âdÛÃäSõfá�Þ

{xa, a ∈ A}
ýC���±ßfö���ý�ã;Þ�òFá�ÝråbßfÛ;Ý±á�à ß_Ý å
�±á�÷±â�áR�]ßfÛ;ó±Þ2Þdá�ö5åbß_ÛÆÝ�ý

ö�ÛÆâ�âdá�Þd÷AÛÆÝ±à)åbÛ âdá�ã;õfßlkIãÃådßfÛÆÝ±Þ2Û;æ�å
�±á âdã;Ý±à±Û;ò �;á�ö5åbÛÆâ ~N = (c1, . . . , cq)
� j Ý)á�Þ�åbß �

òºã%åbá�Û;æ�å
�±áiÚX�±Û#moó±á�å!ßfÝråbáR�ÆâbãÃõ±öIã;ÝÂå
�±á�ÝFøAá.Þ�ådâbã;ß����rådæÇÛÆâ���ã;â�à±õ��<ÛÆøwåbã;ßfÝ±á�àÂæÇâ�ÛÆò å��±á
á�Þ?åbßfòFãÃådá
Û;æ"å��±á+÷±âdÛ;øSã;ø±ß_õfß_å>�Âà±ß_Þ�ådâdßføwówåbß_ÛÆÝ

pN
�

��Ý�å
�±ß_Þ�Þdá�ö�åbß_ÛÆÝ�ý±ø±ã;Þdá�à¾ÛÆÝ�å��±á
âdá�ö�á�Ýrå��!ÛÆâ� FÛ;æI�-ÛÆâbã;õ_á�Þ�á5åZã;õ���ùWû \Ãÿ�ÛÆÝ3ó±Ýwö�á�â?å¨ã;ß_Ýrå>�
òFá�ã;Þdówâdá�Þ�ý:�Üá2Þ�ådó±à$� å��±áFÞ?å¨ãÃådßfÞ?åbßfö�ã;õ$÷wâdÛÆ÷Aá�â?åbßfá�Þ+Û;æ!å��±á2ÝSãÃådó±âbã;õ á�Þ�ådßfòFãÃåbÛÆâ�Û;æ!å��±á
ÚX�±Û#m]ówá�åißfÝråbáR�Æâbã;õ�Û;æ ãÃÝ¾ãÃõ_åbá�âdÝSã%åbß��;á

x
�.ßWå
�3âdá�Þd÷Aá�ö�å.ådÛÂå��±á
æÇó,k1k2��òFá�ã;Þdówâdá

ν
�

û��
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� �±âdÛ;ó(���±ÛÆó8å�å
�±ß_Þ7Þdá�ö�åbß_ÛÆÝ�ýX�!á ã;Þ�Þdó±òÂá;ýX�.ßWå
�±Û;ówå�õfÛ;ÞdÞ�Û;æ)�Æá�Ý±á�âdã;õfßWå>�Æýmå
�SãÃå
X =

{1, . . . , m}
� � ÛÂã �ÆÛ;ßfà3åbâdß'�]ß�ã;õ_ß_åbß_á�Þ�ýF�!á
æÇó±â�å��±á�â.Þ�ó±÷±÷AÛÆÞdá+å
�Sã%å

m > 1
�

r�ã �]ßfÝ(�<ßfÝ7òÂßfÝ±àÂå
�Sã%åÜå
�wá�ö�â�ß_åbá�âdßfã�ßfÝ
N
ã;â�á�ö�ÛÆÝwÞdßfàwá�âdá�à3ã;Þ�à±ß_Þdö�âdá�ådá�âbãÃÝ±à±ÛÆò �Ãã;âdß �

ã;ø±õ_á�Þ�ý�åbÛiáR�;á�â �<Þdó±øwÞdá�å
S = {ci1 , . . . , cir} ⊆ N

ý �!á�ã;Þ�ÞdÛ]ö�ßfãÃåbámå
�±á!à±ßfÞ�ö�â�á�åbáÜâbã;Ý±àwÛÆò
�Æá�ö�åbÛ;â ~S = (c(i1), . . . , c(ir))

���±á�â�á
(.)
ß_Ý±à±ßfö�ãÃåbá�Þ�ã�÷�á�âdòôówåbãÃåbß_ÛÆÝ
Û;æ8å
�±ámßfÝwà±ßfö�á�ÞyÞdówö��

å
�Sã%å
(i1) < · · · < (ir)

�

� á�öIã;õ_õ�å
�±ãÃå�å
�±á ÷±â�ÛÆøSã;øwßfõfßWå>� à±ßfÞ?åbâdß_ø±ówådßfÛÆÝ)ÛÃæ�å��±á âbã;Ý±àwÛÆò �;á�ö�ådÛÆâ ~N
�Sã;Þ3øAá�á�Ý

à±á�ÝwÛ;åbá�à
pN

� � �±áF÷±âdÛ;øSã;ø±ß_õfß_å>�ñÛ;æ�å��±áºá2�Æá�Ýrå
{ ~N = (k1, . . . , kq)}

ý
(k1, . . . , kq) ∈

{1, . . . , m}q
ýSÞ��SãÃõfõ�å��±á�Ý-ø�á+à±á�Ý±Û;ådá�à

pN
k1,...,kq

�

�¾ÛÆâ�á�Û��Æá�â�ý�ß_Ý-å��±á<Þ�á1moó±á�õ ýHå
�±á�÷±âdÛÆø±ã;ø±ßfõ_ß_å>�ºà±ßfÞ?åbâdß_ø±ówådßfÛÆÝ
pN

Þ��±ã;õfõ�øAá�áqm]ówß��Ãã;õfá�Ýråbõ��
âdá�÷±âdá�Þdá�Ýrådá�à ø��7å��±á

mq
��à±ß_òFá�Ý±Þdß_ÛÆÝSã;õ �Æá�ö�ådÛÆâ

(pN
1,...,1, . . . , p

N
m,...,m)t

���±á�â�á�å��±á+Þ �]òôøAÛÆõ
t
à±á�Ý±ÛÃåbá�Þ�å��±áH�Æá�ö5åbÛÆâZÛÆâ�òFãÃåbâ�ß��Fåbâdã;Ý±Þd÷AÛÆÞ�á��

K ? P ��� ê@b � 
1T1 Sê5é!íqìSé�ê;";ë�ç;è�ç%ï<ç �� ]ì�ð5éNí�
%ì 
��
pN

� á�å
x ∈ {1, . . . , m}q

øAáôãÃÝ ã;õ_ådá�â�ÝSãÃåbß'�Æá4���±ÛÆÞ�á �ÆõfÛ;øSã;õyÞdö�ÛÆâdá<ßfÞ.åbÛ7øAá<ö�ã;õfö�ó±õ�ãÃådá�à��
� ß_å��±ÛÆówåÜõfÛÆÞ�ÞÜÛ;æ �Æá�Ý±á�âdã;õfßWå>�Æýoå
�±â�ÛÆó(���wÛÆówåÜå��±á�â�á�Þ�å�Û;æyå
�±ß_Þ�Þdá�ö�ådßfÛÆÝ �!á+ã;Þ�Þdó±òÂá�å
�±ãÃå
x
ßfÞ�Þ�ó±ö�� å
�Sã%å

x1 ≤ · · · ≤ xq

� � �±á�ÚX�±Ûnmoó±á5å+ßfÝråbáR�ÆâbãÃõ"Û;æ
x
�.ßWå
� â�á�Þd÷Aá�ö5å
åbÛ

ν
ßfÞ

å
�±á�Ý �;ß��Æá�Ý¾ø��

Cx
ν =

∑q
i=1(xi − xi−1)h(Ai)

h(N)
,

���±á�â�á;ýmæÇÛÆâÂã;õfõ
i = 1, . . . , q

ý
Ai = {ci, . . . , cq}

ã;Ý±à �.ßWå
� å
�±á-ö�Û;ÝF�;á�Ýråbß_ÛÆÝ�å��SãÃå
x0 = 0

�

� �±á+âdá�õ�ãÃådßfÛÆÝ±Þ �±ßf÷ºø�á5å>�Üá�á�Ý
pN

ã;Ý±à7å��±á+òºã;â �ÆßfÝ±ã;õH÷±âdÛÆø±ã;ø±ßfõ_ß_å>�Âà±ß_Þ�åbâ�ßfø±ó8åbßfÛ;Ý
pAi

Û;æ
å
�±á+âdã;Ý±à±ÛÆò �Æá�ö5åbÛÆâ ~Ai

ß_Þ�ÛÆø��]ßfÛÆó±Þ�õ�� �Æß��;á�Ý-øF�

pAi

ki,...,kq
=

∑

k1,...,ki−1

pN
k1,...,kq

æÇÛÆâ
kj = 1, . . . , m

ý±æÇÛÆâ
j = i, . . . , q

�

� �oó±Þ�ý �!á�ö�ã;Ý¾Þ?åbâdã;ß#���rå�æÇÛÆâ �Üã;âdàwõ�� �.âdß_ådá
h(Ai) = H(pAi)

ßfÝ�ådá�âdòÂÞ�Û;æ
pN

ã;Þ

H(pAi) = −
∑

ki,...,kq





∑

k1,...,ki−1

pN
k1,...,kq



 ln





∑

k1,...,ki−1

pN
k1,...,kq



 .

ûIü



riá�Ý±ö�áÃý�ã;Þiá��8÷Aá�ö�ådá�à�ýAå
�±á<ÚX�±Û#moó±á�å�ßfÝråbáR�Æâbã;õyÛÃæ
x
�.ß_å��ñâ�á�Þd÷Aá�ö5å�ådÛ

ν
öIã;Ý øAá4�.âdß_å �

åbá�Ý ã;Þ�ãFæÇówÝ±ö�ådßfÛÆÝ ÛÃæ�å
�±á<÷±âdÛÆø±ã;ø±ßfõ_ß_å>��àwßfÞ�ådâdß_ø±ówåbß_ÛÆÝ
pN

� � �oó±Þ�ý�ßfÝñå��±áôâdá�Þ�å�Û;æ å
�±ß_Þ
Þdá�ö�åbß_ÛÆÝ�ý��!áZà±á�Ý±ÛÃåbá�ß_å

C(pN)
ã;Ýwà6�!á.Þ�ådó±à$�ôå��±á.Þ�å¨ã%åbßfÞ?åbß_öIã;õ8÷±âdÛÆ÷Aá�â?åbß_á�Þ Û;æ�ß_ådÞ�ÝSãÃådón�

âbã;õAá�Þ?åbß_òºãÃådÛÆâ
C(p̂N)

ýF���±á�â�á
p̂N

ß_Þvå��±á�Þ?å¨ã;Ý±à±ã;âdà7òFãB�8ßfò<ó±ò õfß� ;á�õfß#�wÛ8Û]à2á�Þ�ådßfòFãÃåbÛ;â
Û;æ

pN �

K ?�� 2 ï�6 �&�Aé>
%éNí ð �Aë

��Sê5ë#éLí ê¨ï 
�� p̂N

�+ß'�Æá�Ý ãñâbãÃÝ±à±ÛÆòúÞbãÃòF÷±õ_á ~N1, . . . , ~Nn

à±âdã �.Ý ã;ö�ö�ÛÆâdà±ß_Ý(�¾ådÛñå
�wáº÷±â�ÛÆøSã;ø±ß_õfßWå>� à±ßfÞ��
åbâ�ßfø±ówådßfÛÆÝ

pN
ý!å
�wá Þ�åbã;Ý±àSã;â�à òºã �wß_òôó±ò õ_ß# ;á�õfß��±Û8Û]à á�Þ?åbßfòFãÃådÛÆâFÛÃæ

pN
ß_Þºà±á5äSÝ±á�à

ø��

p̂N(k1, . . . , kq) =
1

n

n
∑

j=1

1{(k1,...,kq)}( ~Nj)
æÇÛ;â.ã;õfõ

(k1, . . . , kq) ∈ {1, . . . , m}q,

���±á�â�á
1{(k1,...,kq)}(N)

ßfÞ�å��±á+ßfÝ±àwßföIã%åbÛÆâ�ÛÃæ"å��±á+áR�Æá�Ýrå
{ ~N = (k1, . . . , kq)}

�

��Ý ÛÆâdàwá�â<ådÛ à±á�ådá�âdòÂßfÝwáFå
�wá�ã;Þ �]òÂ÷wåbÛÃåbßföFà±ßfÞ?åbâ�ßfø±ówådßfÛÆÝ Û;æ
p̂N
ýC�!á�à±á�äSÝwá7å
�±á

mq
�

à±ßfòÂá�ÝwÞdßfÛ;ÝSã;õ�âdã;Ý±à±Û;ò �Æá�ö�åbÛ;â
Y
ã;Þ

Y = (1{(1,...,1)}( ~N) − pN
1,...,1, . . . , 1{(m,...,m)}( ~N) − pN

m,...,m)t.

��å<ß_Þ�á�ã;Þ � ådÛñö��±á�ö� [LÞ�á�áFá�� � ù�û4\wý^h��Ãÿp_
å��SãÃå
E[Y ] = 0

ã;Ý±à å��SãÃå
E[Y Y t] = Λ =

diag(pN)−pN(pN)t
���±á�â�á

diag(p)
àwá�Ý±Û;ådá�Þ å
�wá�à±ß�ã��;ÛÆÝSã;õ

mq×mq
òºãÃådâdß �+���±Û;Þdá

à±ß�ã!�ÆÛÆÝSã;õ�á�õ_á�òÂá�ÝråbÞZã;â�á�å
�±á+ö�Û]áqsÂö�ßfá�ÝrådÞ
pN

1,...,1, . . . , p
N
m,...,m

�

� �±á�æÇÛÆõ_õfÛ��.ßfÝ$��÷wâdÛÆ÷AÛÆÞdßWåbß_ÛÆÝ�ý����±ß_ö���ßfÞ!ã �Üá�õfõ �> oÝ±Û��.Ý7âdá�Þdó±õWåA[ÇÞdá�á�á�� ��ùWû \wý h!�Ãÿ`_#ýF�Æß��;á�Þ
å
�±á�ã;Þ��]òF÷wådÛ;åbß_ö
÷±âdÛ;÷�á�â�åbß_á�Þ�Û;æ

p̂N
�

� Ô�Õ � Õ �IÙqÓ�ÙLÕAÒ �

lim
n→∞

p̂N = pN ç;è!� 
uï5é�ï� ]ëbê5è!6
.

lim
n→∞

n1/2(p̂N − pN) = N(0, Λ)
íqì %;ífï5éLë#í$�1 8éLí�
%ì

.

� Ô�Õ�Õ���� �iá�Ý±Û;ådá�ø��
Yi

å��±áÜâdã;Ý±à±Û;ò �;á�ö�ådÛÆâ�ö�ÛÆâdâ�á�Þd÷AÛÆÝ±àwßfÝ(��ådÛ�å
�wáÜâbãÃÝ±à±ÛÆò �Ãã;âdßfã;ø±õ_á
~Ni

ßfÝ�å��±á+âbã;Ý±àwÛÆò�Þdã;òF÷wõfá ~N1, . . . , ~Nn

� � �±á�Ý�ýSß_å.ßfÞ�á�ã;Þ �ºåbÛÂö��±á�ö� 7å��SãÃå

p̂N − pN =
1

n

n
∑

i=1

Yi.

� �±á+äSâdÞ?åiâ�á�õfãÃåbß_ÛÆÝ7å
�±á�âdá5æÇÛÆâdá+à±ß_âdá�ö5åbõ'�ºæÇÛÆõ_õfÛ��.Þ�æÇâdÛÆò4å
�±á+Þ?åbâdÛ;Ý(�Fõfã �DÛ;æ$õ�ã;â �Æá�Ýoó±ò=�
ø�á�âdÞR� � �±á�Þ�á�ö�ÛÆÝ±à�âdá�õ�ãÃådßfÛÆÝ�ßfÞ�ÛÆøwåbã;ßfÝ±á�àôø��<ÝwÛ;åbß_Ý(�iå��SãÃå

n(p̂N −pN)
ßfÞ�å
�±á�Þ�ó±ò Û;æ

n

û�þ



ßfÝ±àwá�÷Aá�Ý±à±á�Ýrå�ã;Ýwà-ß_à±á�ÝrådßföIãÃõfõ��Fà±ß_Þ�åbâ�ßfø±ó8åbá�à3âdã;Ý±à±ÛÆò �Æá�ö�åbÛ;âdÞiã;Ý±à3å
�±á�âdá�æÇÛ;âdá
æÇÛÆõfõ_Û��.Þ
æÇâdÛÆò4å
�±á+òôówõ_åbß_à±ßfòÂá�ÝwÞdßfÛ;ÝSã;õHö�á�Ýoådâbã;õyõ_ßfòÂß_åvå
�±á�ÛÆâdá�ò �

�
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%éNí ð %;ífï5éLë#í$�1 8éLí�
%ì 
��
C(p̂N )

j Þ"�!á �Sã �Æá2Þdá�á�Ý ßfÝ å��±á�÷±â�áR�]ßfÛÆówÞ�Þdó±øwÞdá�ö5åbß_ÛÆÝ±Þ�ý�å��±áÂÚX�±Û#moó±á�å+ß_Ýoådá��Æâdã;õ$ÛÃæ
x
�.ßWå
�

âdá�Þd÷Aá�ö�åZåbÛ
ν
ßfÞZãôæÇó±Ý±ö�ådßfÛÆÝ-Û;æ�å
�wá�÷±â�ÛÆøSã;øwßfõfßWå>�ºàwßfÞ�ådâdß_ø±ówåbß_ÛÆÝ

pN
� ��Ý-å��±á
æÇÛÆõfõ_Û �.ß_Ý(�±ý

�Üá Þ?åbó±à � å��±á ã;Þ��8òÂ÷wådÛ;åbß_öñà±ß_Þ�åbâ�ßfø±ó8åbßfÛ;Ý�Û;æ
C(p̂N)

ówÞdßfÝ$� å
�±á �Üá�õfõ��  oÝ±Û��.Ý %]ê5è�é�ç�ºê5é � 
1%@[LÞ�á�á+á�� �¾ù þ8ýWû h8ý^h��Ãÿp_2�
� á�öIã;õ_õ�å
�±ãÃå�å
�±á+Þ�ó±÷±÷AÛÆâ�åZÛ;æ

pN
ßfÞ�àwá�äSÝ±á�àñø��

sup(pN) = {(k1, . . . , kq) ∈ {1, . . . , m}q Þ�ó±ö��¾å��SãÃå pN
k1,...,kq

6= 0}.

��å.ßfÞ�á�ã;Þ ��ådÛÂö��wá�ö� 7å
�±ãÃåIý±æÇÛÆâ�ã;õfõ
pN

Þdó±ö��-å
�Sã%å
sup(pN) = {1, . . . , m}q

ý
C(pN)

ß_Þ
à±ßl��á�â�á�Ýråbßfã;ø±õ_á
ã;Ý±à3å
�Sã%å.ß_åbÞ �;âbã;à±ß_á�Ýrå

C ′(pN)
ßfÞ �;ß��Æá�Ý¾ø��

C ′(pN) = (C ′
1,...,1(p

N), . . . , C ′
m,...,m(pN))t,

���±á�â�á;ýSæÇÛÆâ.ã;õ_õ
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